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Reziume˙. Remiantis funkcijos iškilumo aukš ↪Etyn (žemyn) savybe˙mis, ↪irodytos vidurki ↪u nelygybe˙s,
↪
irodine˙jamos trigonometrine˙s ir geometrine˙s nelygybe˙s.
Raktiniai žodžiai: funkcija, iškila funkcija, vidurkiai, trigonometrine˙s ir geometrine˙s nelygybe˙s.
Reformuojant mokykl
↪
a buvo sumažintas matematikos pamok
↪
u skaicˇius, sumaže˙jo
ir matematikos kurso apimtis. Naujai rengiamose XI–XII klasi
↪
u matematikos pro-
gramose norima dar labiau susiaurinti matematikos kurs ↪a. Kita vertus, aukštojo mok-
slo reformatoriai tikisi kokybišk
↪
u matematikos studij
↪
u universitetuose. Tokioms studi-
joms bu¯simieji studentai turi ruoštis jau vidurine˙je mokykloje. Matematikai gabiems
mokiniams reike˙t ↪u rasti papildom ↪u ugdymo valand ↪u matematikos gilesne˙ms studi-joms. Mokinys ture˙t
↪
u ture˙ti galimyb
↪
e pasirinkti keleto valand
↪
u papildom
↪
u matem-
atikos moduli
↪
u, skirt
↪
u skaicˇiavimo
↪
igu¯džiams lavinti, mokytis analizuoti,
↪
irodine˙ti.
Vienas iš toki ↪u moduli ↪u gale˙t ↪u bu¯ti ir iškil ↪uj ↪u funkcij ↪u savybi ↪u taikymas sprendžiant
ekstremum
↪
u uždavinius,
↪
irodine˙jant trigonometrines ir geometrines nelygybes.
1 APIBR ˙EŽIMAS. Funkcija f : (a;b) ∈ R → R vadinama iškila žemyn (aukštyn),
jeigu bet kuriems x1, x2 ∈ (a;b) galioja nelygybe˙
f
( x1 + x2
2
)
()
f (x1) + f (x2)
2
. (1)
Jeigu lygybe˙ galioja tik tada, kai x1 = x2, funkcija f vadinama griežtai iškila žemyn
(aukštyn).
Toliau nagrine˙sime tik griežtai iškilas funkcijas ir žod
↪
i ” griežtai” praleisime.
Išsiaiškinsime funkcijos iškilumo žemyn (aukštyn) geometrin
↪
e prasm
↪
e (žr. 1 pav. a)
ir b)).
Jeigu funkcija f intervale (a;b) yra iškila žemyn (aukštyn), tai bet kuriame in-
tervale [x1, x2] ∈ (a;b) funkcijos grafiko taškai yra žemiau (aukšcˇiau) kirstine˙s, jun-
giancˇios taškus B(x1,f (x1)) ir C(x2,f (x2)) (ordinate˙ PM = f (x1+x22 ) yra mažesne˙
(didesne˙) už trapecijos ABCD vidurin
↪
e linij
↪
a PN = f (x1)+f (x2)2 ).
Remdamiesi apibre˙žimu, ištirsime kai kuri
↪
u funkcij
↪
u iškilum
↪
a.
1.
↪
Irodysime, kad funkcija f (x) = sinx intervale [0;π] yra iškila aukštyn.
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1 pav.
↪
Irodymas. Jeigu 0  x1  x2  π , tai 0 
x1+x2
2  π , −
π
2 
x1−x2
2 
π
2 . Taigi
sinx1+sinx2
2 = sin
x1+x2
2 · cos
x1−x2
2  sin
x1+x2
2 , nes cos
x1−x2
2  1. Lygybe˙ galima tik
tada, kai x1 = x2. Vadinasi, funkcija f (x) = sinx intervale [0;π] yra iškila aukštyn.
Analogiškai
↪
irodoma, kad funkcija f (x) = cosx intervale [− π2 ; π2 ] yra iškila
aukštyn, o funkcijos f (x) = tgx ir f (x) = ctgx intervale (0; π2 ) yra iškilos žemyn.
2. Funkcija f (x) = 1x , x ∈ (0;+∞) yra iškila žemyn, nes
f (
x1 + x2
2
) − f (x1) + f (x2)
2
= 2
x1 + x2 −
1
2x1
− 1
2x2
= − (x1 − x2)
2
2x1 · x2 · (x1 + x2)  0
su bet kuriais x1, x2 ∈ (0;+∞). Lygybe˙ galima tik tada, kai x1 = x2.
Analogiškai
↪
irodoma, kad funkcija f (x) = x2, x ∈ R, yra iškila žemyn.
3. ↪Irodysime, kad funkcija f (x) = lgx, x ∈ (0;+∞), yra iškila aukštyn.
↪
Irodymas. Turime: lg x1+x22 −
lg x1+lg x2
2 = lg
x1+x2
2 − lg
√
x1x2 = lg x1+x22√x1x2  0, nes
(
√
x1 − √x2)2  0 ⇒ x1 + x2  2√x1x2. Lygybe˙ galima tik tada, kai x1 = x2. Taigi
funkcija f (x) = lgx yra iškila aukštyn.
Pastaba. Tiriant funkcij
↪
u savybes išvestini
↪
u pagalba, funkcijos iškilum
↪
a galima nus-
tatyti remiantis šia teorema:
Funkcija f : (a;b) ∈ R → R, turinti antr ↪aj ↪a išvestin ↪e, yra iškila žemyn (aukštyn)
tada ir tik tada, kai f ′′  0 (f ′′  0) intervale (a;b).
Pavyzdžiui, funkcija f (x) = x4, x ∈ R, yra iškila žemyn, nes f ′′(x) = 12x2  0.
1 TEOREMA. Jeigu funkcija f : (a;b) ∈ R → R yra iškila žemyn (aukštyn), tai
∀x1, x2, . . . , xn ∈ (a;b) teisinga nelygybe˙
f
( x1 + x2 + · · ·xn
n
)
()
f (x1) + f (x2)+ · · · + f (xn)
n
. (2)
Lygybe˙ galima tik tada, kai x1 = x2 = · · · = xn.
↪
Irodymas. Teorem
↪
a
↪
irodysime tik atskiriems n atvejams.
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1 atvejis, kai n = 4. Kadangi funkcija f yra iškila žemyn (aukštyn), tai
f
( x1 + x2 + x3 + x4
4
)
= f
( x1+x2
2 +
x3+x4
2
2
)

()
f
( x1+x2
2
)+ f ( x3+x42 )
2

()
f (x1) + f (x2)+ f (x3) + f (x4)
4
.
Analogiškai
↪
irodoma, kad (2) nelygybe˙ teisinga, kai n = 2k , k = 3,4,5, . . . .
2 atvejis, kai n = 3. Šiuo atveju turime:
f
( x1 + x2 + x3
3
)
= f
( x1+x2+x3
3 + x1 + x2 + x3
4
)
 () 1
4
f
( x1 + x2 + x3
3
)
+ 1
4
f (x1) + + 14 f (x2) +
1
4
f (x3) ⇒ f
( x1 + x2 + x3
3
)

()
f (x1) + f (x2) + f (x3)
3
.
Lygybe˙ galima tik tada, kai x1 = x2 = x3.
Nesunku
↪
irodyti (2) nelygyb
↪
e ir atvejais, kai n = 6k, k = 1,2,3, . . ..
Remdamiesi 1 teorema,
↪
irodysime nelygybes tarp n teigiam
↪
u skaicˇi
↪
u aritmetinio
(An), geometrinio (Gn), kvadratinio (Kn) ir harmoninio (Hn) vidurki ↪u.
2 TEOREMA. Teigiam
↪
u skaicˇi
↪
u a1, a2, . . . , an vidurkiams teisingos nelygybe˙s:
Hn Gn An Kn. (3)
Vidurkiai lygu¯s tada ir tik tada, kai visi skaicˇiai yra lygu¯s.
↪Irodymas. 1) Pirmiausia ↪irodysime, kad Gn  An. Nagrine˙kime funkcij ↪a f (x) =
lgx, x ∈ (0;+∞), kuri yra iškila aukštyn. Tode˙l teisinga nelygybe˙:
lg
a1 + a2 + · · · + an
n
 lga1 + lga2 + · · · + lgan
n
= lg(a1a1 . . . an)1/n
⇒ √a1a2 . . . an  a1 + a2 + · · ·an
n
, t. y. Gn An.
Lygybe˙ galima tik tada, kai a1 = a2 = . . . = an.
2) ↪Irodysime, kad Hn Gn.
Nagrine˙kime n teigiam
↪
u skaicˇi
↪
u
1
a1
,
1
a2
, . . . ,
1
an
ir jiems pritaikykime geometrinio
ir aritmetinio vidurki
↪
u nelygyb
↪
e.
Turime:
n
√
1
a1
· 1
a2
· . . . · 1
an

1
a1
+ 1a2 + · · · + 1an
n
⇒ n1
a1 + 1a2 + · · · 1an
 n√a1a1 . . . an,
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t. y. Hn Gn. Lygybe˙ galima tik tada, kai a1 = a2 = . . . = an.
3)
↪
Irodysime, kad An Kn.
Nagrine˙kime funkcij
↪
a f (x) = x2, x ∈ (0;+∞), kuri yra iškila žemyn. Taigi, bet
kuriems teigiamiems skaicˇiams a1, a2, . . . , an galioja nelygybe˙:
( a1 + a2 + · · ·an
n
)2
 a
2
1 + a22 + · · · + a2n
n
⇒
Kn =
√
a21 + a22 + · · · + a2n
n

√( a1 + a2 + · · · + an
n
)2 = a1 + a2 + · · · + an
n
= An,
t.y. Kn An.
Lygybe˙ galima tik tada, kai a1 = a2 = . . . = an. Vadinasi, Hn Gn An Kn.
Remdamiesi (2) ir (3) nelygybe˙mis, išspr
↪
esime kelet
↪
a uždavini
↪
u. Daug uždavini
↪
u,
sprendžiam
↪
u remiantis (3) nelygybe˙mis, galima rasti [1] knygele˙je.
1 pavyzdys. Jeigu α, β ir γ yra trikampio kamp
↪
u didumai, tai teisingos nelygybe˙s:
1) sin α2 · sin
β
2 · sin
γ
2 
1
8 ;
2) sinα + sinβ + sinγ  cos α2 + cos
β
2 + cos
γ
2 .
↪Irodymas. 1) Funkcija f (x) = sin x2 , x ∈ [0;π] yra iškila aukštyn, tode˙l
sinα
2
+sinβ
2
+sin γ
2
3  sin
α+β+γ
6 = sin
π
6 = 12 .
Kita vertus, sin α2 · sin
β
2 · sin
γ
2 
( sinα
2
+sinβ
2
+sin γ
2
3
)3

(
1
2
)3 = 18 .
Lygybe˙ galima tik tada, kai α = β = γ = π/3.
2) Kadangi funkcija f (x) = sinx intervale [0;π] yra iškila aukštyn, tai
sinα + sinβ
2
 sin α + β
2
,
sinβ + sinγ
2
 sin β + γ
2
,
sinγ + sinα
2
 sin γ + α
2
.
Sude˙j
↪
e šias lygybes gauname:
sinα + sinβ + sinγ  sin α + β
2
+ sin β + γ
2
+ sin γ + α
2
= sin π − γ
2
+ sin π − α
2
+ sin π − β
2
= cos α
2
+ cos β
2
+ cos γ
2
;
2 pavyzdys. Iš vis
↪
u trikampi
↪
u, apibre˙žt
↪
u apie spindulio r apskritim
↪
a, rasime mažiau-
sio perimetro trikamp
↪
i.
Sprendimas. Sakykime, apie duot
↪
aj
↪
i apskritim
↪
a apibre˙žtas trikampis ABC, kurio
kamp ↪u didumai yra α, β ir γ (žr. 2 pav.). Kadangi AB1 = AC1 = r ctg α2 , CB1 =
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2 pav.
CA1 = r ctg γ2 , BA1 = BC1 = r ctg
β
2 , tai PABC = 2r(ctg
α
2 +ctg
β
2 +ctg
γ
2 ). Funkcija
f (x) = ctg x2 intervale (0;π) yra iškila žemyn, tai
P = 2r
(
ctg
α
2
+ ctg β
2
+ ctg γ
2
)
 2 · 3r ctg α + β + γ
6
= 6r ctg π
6
= 6√3r.
Lygybe˙ galima, t. y. perimetras yra mažiausias, kai α = β = γ . Taigi apie apskritim
↪
a
apibre˙žto lygiakrašcˇio trikampio perimetras yra mažiausias.
3 pavyzdys. Jeigu a1, a2, . . . , an – n-kampio kraštini ↪u ilgiai, o P = a1+a2+· · ·+an
– perimetras, tai teisinga nelygybe˙
n∑
k=1
ak
P − ak 
n
n− 1 .
(Moksleivi
↪
u matematikos olimpiados: Vokietija 1967, Anglija 1976.)
↪
Irodymas. Sakykime, kad bk = akP . Tada
n∑
k=1
bk = 1 ir akP−ak =
bk
1−bk . Taigi reikia
↪
irodyti, kad
n∑
k=1
bk
1 − bk 
n
n− 1 , kai
n∑
k=1
bk = 1, bk > 0.
Nagrine˙kime funkcij
↪
a f (x) = x1−x , x ∈ (0;1). Ji yra iškila žemyn, nes f ′′(x) =
2
(1−x)3 > 0. Vadinasi,
b1+b2+···+bn
n
1 − b1+b2+···+bnn
 1
n
( b1
1 − b1 +
b2
1 − b2 + · · · +
bn
1 − bn
)
⇒
n∑
k=1
bk
1 − bk  n ·
1
n
1 − 1n
= n
n− 1 .
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Uždaviniai
1. Jeigu α, β , γ – smailiojo trikampio kampai, tai teisingos nelygybe˙s:
a) cosα · cosβ · cosγ  18 ; b) cosα · cosβ · cos γ 
3
2 ;
c) 1cosα + 1cosβ + 1cosγ  6; d) tgα · tgβ · tgγ  3
√
3;
e) ctg 1α + ctg 1β + ctg 1γ  tgα + tgβ + tgγ ; f) ctgα + ctgβ + ctg γ 
√
3.
2. Jeigu α, β , γ – trikampio kampai, tai teisingos nelygybe˙s:
a) 1
sinα
2
+ 1
sin
β
2
+ 1
sin
γ
2
 6; b) sinα · sinβ · sinγ  3
√
3
8 ;
c) 1
sin2 α
+ 1
sin2 β
+ 1
sin2 γ
 12; d) cos α2 · cos
β
2 · cos
γ
2 
3
√
3
8 ;
e) tg α2 + tg
β
2 + tg
γ
2 
√
3; f) 1
sinα + 1sinβ +
1
sinγ  2
√
3;
g) (sinα + sinβ + sinγ )3  9 sinα sinβ sinγ ;
h) tg α2 + tg
β
2 + tg
γ
2  ctgα + ctgβ + ctg γ ;
i) ctg α+β4 + ctg
β+γ
4 + ctg
α+γ
4  ctg
α
2 + ctg
β
2 + ctg
γ
2 . ↪Irodykite.
3.
↪
I spindulio R apskritim
↪
a
↪
ibre˙žtas trikampis ABC ir apie apskritim
↪
a apibre˙žtas
trikampis KLM .
↪
Irodykite, kad PABC  12 PKLM .
4. Jeigu a, b, c – trikampio kraštini
↪
u ilgiai, o r ir R –
↪
ibre˙žto ir apibre˙žto apskritim
↪
u
spinduliai, tai 6
√
3r  a + b + c  3√3R.
↪
Irodykite.
5. Trikampio ABC vidini ↪u kamp ↪u A, B ir C pusiaukampine˙s kerta apie š↪i trikamp↪i
apibre˙žt
↪
a apskritim
↪
a taškuose A1, B1 ir C1. ↪Irodykite, kad trikampio ABC
perimetras ne didesnis už trikampio A1B1C1 perimetr ↪a.
6. Tarp vis
↪
u trikampi
↪
u, apibre˙žt
↪
u apie spindulio r apskritim
↪
a, raskite mažiausio
ploto trikamp
↪
i.
7. Tarp vis
↪
u trikampi
↪
u, kuri
↪
u vienas kampas lygus 30◦, ir apibre˙žt
↪
u apie spindulio r
apskritim ↪a, raskite mažiausio perimetro trikamp↪i.
8. Tarp vis ↪u trikampi ↪u, ↪ibre˙žt ↪u ↪i spindulio R apskritim ↪a, raskite didžiausio ploto
trikamp
↪
i.
9. Tarp vis
↪
u trikampi
↪
u, kuri
↪
u vienas kampas lygus 30◦, ir
↪
ibre˙žt
↪
u
↪
i spindulio R ap-
skritim
↪
a, raskite mažiausio ploto trikamp
↪
i.
10. Sakykime, kad a, b, c – trikampio kraštini
↪
u ilgiai, S – trikampio plotas, P
– trikampio perimetras, r –
↪
ibre˙žto apskritimo spindulys, o R – apibre˙žto ap-
skritimo spindulys. ↪Irodykite nelygybes:
1) 1a + 1b + 1c 
9r
2S ; 2) S 
P 2
12
√
3
; 3) P 2  108r2; 4) a2 + b2 + c2  4√3S;
5) 32 
a
b+c +
b
a+c + ca+b < 2; 6) 1a2 +
1
b2
+ 1
c2
 12Rr .
Literatu¯ra
1. J. Šinku¯nas, Ekstremumai be išvestini ↪u, TEV (2008).
148 J. Šinku¯nas
SUMMARY
J. Šinku¯nas. Convex functions and inequalities in the secondary school
A function f : Df → R is called convex if for any x, y ∈ Df the inequality f ( x+y2 ) 
f (x)+f (y)
2 holds.
We prove the main property of the convex fonctions (inequality (4)) and also the inequalities which the
arithmetic, geometric, harmonic and quadratic means of several positive numbers satisfy. Then we prove
some trigonometric and geometric inequalities.
Keywords: function, convex function, arithmetic, geometric, harmonic and quadratic means, trigonometric
and geometric inequalities.
